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Четырехугольник ABCD вписан в окружность, K-точка 

пересечения диагоналей ABCD. Через точки K, A, B проходит 

окружность, пересекающая BC в точке M, AD- в точке N.

Докажите, что 𝐾𝑁 = 𝐾𝑀.

 Дано: ABCD вписан в Окр.(О,r), 𝐾 ∈ 𝐴𝐶,

𝐾 ∈ 𝐵𝐷, через 𝐾, 𝐴, 𝐵 проходит Окр.(𝑂1, 𝑟1), 

пересекающая 𝐵С в точке 𝑀, 𝐴𝐷 в точке 𝑁

 Доказать: 𝐾𝑁 = 𝐾𝑀
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Доказательство:

В Окр.(О,r) ∠𝐷𝐴𝐶 = ∠𝐷𝐵𝐶 т.к. вписанные, 

опираются на ∪ 𝐷𝐶, значит ∠𝑁𝐴𝐾 = ∠𝐾𝐵𝑀, 

тогда в Окр.(𝑂1, 𝑟1) ∪ 𝑁𝐾 =∪𝑀𝐾, отсюда 

𝑁𝐾 = 𝑀𝐾.
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Две окружности пересекаются в точках А и В. Через точку В проводится прямая, 

пересекающая окружности в точках С и D, а затем в точках С и D проводятся 

касательные к этим окружностям. Докажите, что точки A,D,C, P – точка 

пересечения касательных-лежат на одной окружности.

 Дано: Окр.(О,r) пересекает Окр.(𝑂1, 𝑟1) в 

точках А и В, ВС пересекает Окр.(О,r) в точке 

D, РС касательная к Окр.(𝑂1, 𝑟1), С-точка 

касания, PD- касательная к Окр.(О,r) , D-

точка касания

 Доказать: 𝐴,𝐷, 𝐶, 𝑃 −

лежат на одной окружности
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Доказательство:

Проведем 𝐴𝐵. В Окр.(𝑂1, 𝑟1) ∠1 = ∠2 =
1

2
∪ 𝐵𝐶,

В Окр.(𝑂, 𝑟) ∠3 = ∠4 =
1

2
∪ 𝐷𝐵,

В ∆𝐷𝐶𝑃 ∠1 + ∠4 = 180° − ∠𝐷𝑃𝐶
Тогда

∠2 + ∠3 = 180° − ∠𝐷𝑃𝐶 или

∠𝐷𝐴𝐶 = 180° − ∠𝐷𝑃𝐶
∠𝐷𝐴𝐶 + ∠𝐷𝑃𝐶 = 180°
Значит, около ACPD можно описать окружность 

или А,С,D,P лежат на одной окружности.
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Две окружности пересекаются в точках P и Q. Через точку А 

первой окружности проведены прямые AP и AQ, пересекающие 

вторую окружность в точках В и С. Докажите, что касательная 

в точке А к первой окружности параллельна ВС.

 Дано: Окр.(𝑂, 𝑟) пересекает Окр.(𝑂1, 𝑟1) в 

точках P и Q, 𝐴 ∈ Окр.(𝑂1, 𝑟1), AP пересекает 

Окр.(𝑂, 𝑟) в точке В, AQ пересекает 

Окр.(𝑂, 𝑟) в точке С, АМ-касательная к 

Окр.(𝑂1, 𝑟1), А-точка касания

 Доказать: 𝐴𝑀 ∥ 𝐵𝐶
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Доказательство:

Проведем хорду 𝑃𝑄. Обозначим ∠𝑀𝐴𝑃 = 𝛼.

В Окр.(𝑂1, 𝑟1) ∠𝑀𝐴𝑃 = ∠𝐴𝑄𝑃 =
1

2
∪ 𝐴𝑃 = 𝛼.

𝑃𝐵𝐶𝑄 вписан в Окр.(𝑂, 𝑟), 
тогда ∠𝑃𝑄𝐶 + ∠𝐴𝑄𝑃 = 180°,
∠𝑃𝑄𝐶 = 180° − 𝛼, 

∠𝑃𝐵𝐶 = 180° − ∠𝑃𝑄𝐶 = 180° − ሺ180° −
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Через середину C дуги  AB проведены две прямые CD и 

CE, пересекающие хорду AB в точках H и F. Докажите, 

что около четырёхугольника DHFE можно описать 

окружность.

 Дано:Окр.(𝑂, 𝑟), ∪ 𝐴𝐶 =∪ 𝐶𝐵,

𝐻 − точка пересечения хорд 𝐶𝐷 и 𝐴𝐵,

𝐹 − точка пересечения хорд 𝐶𝐸 и 𝐴𝐵

 Доказать: около четырёхугольника DHFE

можно описать окружность
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Доказательство:

∠𝐷𝐻𝐹 =
1

2
∪ 𝐵𝐸𝐷 +∪ 𝐴𝑛𝐶 =

1

2
ሺ∪ 𝐵𝐸𝐷 +

1

2
∪ 𝐴𝐶𝐵)

∠𝐷𝐸𝐹 =
1

2
∪ 𝐷𝐴𝐶 =

1

2
ሺ∪ 𝐷𝑚𝐴 +

1

2
∪ 𝐴𝐶𝐵),

Тогда

∠𝐷𝐻𝐹 + ∠𝐷𝐸𝐹 =
1

2
∪ 𝐵𝐸𝐷 +

1

2
∪ 𝐴𝐶𝐵 +∪ 𝐷𝑚𝐴 +

1

2
∪ 𝐴𝐶𝐵 =

=
1

2
∪ 𝐵𝐸𝐷 +∪ 𝐷𝑚𝐴 +∪ 𝐴𝐶𝐵 =

1

2
∙ 360° = 180°, значит, около 

четырехугольника DHFE можно описать окружность.
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В угол вписаны две окружности. А и В – точки касания первой 

окружности со сторонами угла, 𝑨𝟏 и 𝑩𝟏 - это точки касания 

второй окружности со сторонами угла. Отрезок 𝑨𝑩𝟏 пересекает 

эти окружности в точках С и 𝑪𝟏 . Докажите, что 𝑨𝑪 = 𝑩𝟏𝑪𝟏.

 Дано: ∠𝑀𝑃𝑄, Окр.(𝑂, 𝑟) касается стороны 𝑃𝑀 в 
точке 𝐵 и стороны 𝑃𝑄 в точке 𝐴, Окр.(𝑂1, 𝑟1)
касается стороны 𝑃𝑀 в точке 𝐵1 и стороны 𝑃𝑄 в 
точке 𝐴1, 𝐶 ∈ 𝐴𝐵1, 𝐶 ∈ Окр. ሺ𝑂, 𝑟), 𝐶1 ∈ 𝐴𝐵1, 𝐶1 ∈
Окр. (𝑂1, 𝑟1).

 Доказать: 𝐴𝐶 = 𝐵1𝐶1
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Доказательство:

𝑃𝐵1 = 𝑃𝐴1, 𝑃𝐵 = 𝑃𝐴,
тогда 𝑃𝐵1 − 𝑃𝐵 = 𝑃𝐴1 − 𝑃𝐴,
𝐵𝐵1 = 𝐴𝐴1, но 

𝐵𝐵1
2 = 𝐵1𝐴 ∙ 𝐵1𝐶 = 𝐵1𝐶1 + 𝐶1𝐶 + 𝐶𝐴 𝐵1𝐶1 + 𝐶1𝐶 ,

𝐴𝐴1
2 = 𝐴𝐵1 ∙ 𝐴𝐶1 = 𝐴𝐶 + 𝐶1𝐶 + 𝐶1𝐵1 𝐴𝐶 + 𝐶𝐶1 , 

значит,

𝐵1𝐶1 + 𝐶1𝐶 = 𝐴𝐶 + 𝐶𝐶1, 𝐵1𝐶1 = 𝐴𝐶.
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На общей хорде двух пересекающихся окружностей 

взята точка М и через неё проведены хорды АВ и CD. 

Докажите, что угол MDB равен углу МАС.

 Дано: Окр.(𝑂, 𝑟) пересекает Окр.(𝑂1, 𝑟1) в 

точках 𝑃 и 𝑄, 𝑀 ∈ 𝑃𝑄, 𝐴𝐵 − хорда Окр.(𝑂, 𝑟), 

𝑀 ∈ 𝐴𝐵, 𝐶𝐷 − хорда Окр.(𝑂1, 𝑟1), 𝑀 ∈ 𝐶𝐷

 Доказать: ∠𝑀𝐷𝐵 = ∠𝑀𝐴𝐶
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Доказательство:

В Окр.(𝑂, 𝑟) 𝐴𝑀 ∙ 𝑀𝐵 = 𝑃𝑀 ∙ 𝑀𝑄;

В Окр.(𝑂1, 𝑟1) 𝐷𝑀 ∙ 𝑀𝐶 = 𝑃𝑀 ∙ 𝑀𝑄.

Тогда 𝐴𝑀 ∙ 𝑀𝐵 = 𝐷𝑀 ∙ 𝑀𝐶 или 
𝐴𝑀

𝐷𝑀
=

𝑀𝐶

𝑀𝐵
;

∆𝐴𝑀𝐶 ∾ ∆𝐷𝑀𝐵, так как 

∠𝐴𝑀𝐶 = ∠𝐷𝑀𝐵 и  
𝐴𝑀

𝐷𝑀
=

𝑀𝐶

𝑀𝐵
. 

Значит, ∠𝑀𝐴𝐶 = ∠𝑀𝐷𝐵.

6



Окружности касаются внутренним образом. А-точка касания 

окружностей, Р-точка касания хорды ВС и меньшей окружности, 

ВА и СА – хорды большой окружности, пересекающие меньшую в 

точках К и М соответственно. Докажите, что 𝑨𝑭 ∥ 𝑲𝑴.

 Дано: Окр.(𝑂1, 𝑅1) и Окр.(𝑂2, 𝑅2) касаются 
внутренним образом, 𝐴 −точка касания, 𝑃 −
точка касания хорды 𝐵𝐶 и Окр.(𝑂2, 𝑟2), 
𝐵𝐴 и 𝐶𝐴 − хорды Окр.(𝑂1, 𝑅1), 
пересекающие Окр.(𝑂2, 𝑅2) в точках 𝐾 и𝑀
соответственно.

 Доказать: BC ∥ 𝑀𝐾
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Доказательство:

Пусть 𝐴𝐹 − общая касательная к 

окружностям. 

В Окр.(𝑂1, 𝑅1) ∠1 = ∠2 =
1

2
∪ 𝐵𝐴. 

В Окр.(𝑂2, 𝑅2) ∠3 = ∠2 =
1

2
∪ 𝐴𝐾.

Значит, ∠1 = ∠3. Но ∠1 и ∠3
соответственные при пересечении прямых 

𝐵𝐶 и 𝑀𝐾 секущей 𝐴𝐶, значит, 𝐵𝐶 ∥ 𝑀𝐾.
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Две окружности касаются в точке B (рис. 12). C – точка касания  AC 

и окружности (𝑶𝟐; 𝒓𝟐), A лежит на окружности  (𝑶𝟏; 𝒓𝟏). Прямая 

CB пересекает окружность (𝑶𝟏; 𝒓𝟏) в точке F, прямая AB пересекает 

окружность (𝑶𝟐; 𝒓𝟐) в точке K. Докажите, что  AF ӀӀ KC.

 Дано: Окр.(𝑂1, 𝑅1) и Окр.(𝑂2, 𝑅2) касаются в 

точке 𝐵 внешним образом, 𝐴 ∈ Окр.(𝑂1, 𝑅1), 
𝐴𝐵 пересекает Окр.(𝑂2, 𝑅2) в точке 𝐾, 𝐴𝐶 −
касательная к Окр.(𝑂2, 𝑅2), 𝐶 − точка 

касания, 𝐶𝐵 пересекает Окр.(𝑂1, 𝑅1) в точке 

𝐹

 Доказать: 𝐴𝐹 ∥ 𝐾𝑀
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Доказательство:

Проведем общую касательную 𝐵𝑀 к 

окружностям. 

В Окр.(𝑂1, 𝑅1) ∠1 = ∠2 =
1

2
∪ 𝐴𝑚𝐵. 

В Окр.(𝑂2, 𝑅2) ∠3 = ∠4 =
1

2
∪ 𝐵𝑛𝐾,

но ∠2 = ∠4 – вертикальные, значит, 

∠1 = ∠3.
Но  ∠1 и ∠3 накрест лежащие при 

пересечении прямых 𝐴𝐹 и 𝐶𝐾 секущей 𝐶𝐹, 

значит, 𝐴𝐹 ∥ 𝐶𝐾.
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